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1 基礎事項

1.1 ベクトル

向きをつけた線分を有向線分という。有向線分 ABでは、Aをその始点、Bをその終点といい、
その向きは A から B に向かっているとする。また、線分 AB の長さを、有向線分 AB の大きさと
いう。
平面上で図形を平行移動する場合、その平行移動を表す有向線分は、いくつも図示できるが、そ
れらは位置が違うだけて、向きと大きさは同じである。有向線分の位置の違いを無視して、その向
きと大きさだけに着目したものをベクトルという。ベクトルは、向きと大きさをもつ量1）である。
有向線分 AB が表すベクトルを −→AB で表す。また、ベクトルを ~a、~b などで表すこともある2）。
ベクトル −→AB、~aの大きさは、それぞれ |

−→AB|、|~a|で表す。
向きが同じで大きさも等しい 2つのベクトル ~a、~b は等しいといい、~a = ~bと書く。
ベクトル ~a と大きさが等しく向きが反対のベクトルを、~a の逆ベクトルといい、−~a で表す。

~a = −→ABのとき、−~a = −→BAである。すなわち、

−→BA = −
−→AB

である。

1.2 ベクトルの演算

ベクトルは、向きと大きさをもつ量である。ここでは、ベクトルについて、加法と減法を定義す
る。さらに、実数倍についても考える。
ベクトル ~a = −→ABとベクトル~bに対して、−→BC = ~bとなるように点 Cをとる。このようにして定

1） たとえば、速度や力などはベクトルである。
2） 大学物理では、~aを aで表す。これは、ただの太字表記である。強調などで太字を用いる教科書が多いが、私が数式
には太字を使わないのはこのためである。
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まるベクトル −→ACを、~a、~bの和といい、~a +~bと書く。すなわち、次のことが成り立つ：

−→AB + −→BC = −→AC.

平行四辺形を使って、ベクトルの和を図示することもできる。平行四辺形 ABCD において、
−→AD = −→BD であるから、次のことが成り立つ：

−→AB + −→AD = −→AC.

ベクトルの加法について、次の性質が成り立つ：

ベクトルの加法の性質

~a +~b = ~b + ~a,

(~a +~b) +~c = ~a + (~b +~c).

~a = −→ABのとき −~a = −→BAであるから、~a+(−~a) = −→AB+−→BA = −→AAとなる。ここで、−→AAは始点と
終点が一致した特別な有向線分が表すベクトルと考え、その大きさは 0 であるとする。大きさが 0
のベクトルを零ベクトルまたはゼロベクトルといい、~0で表す。零ベクトルの向きは考えない。
零ベクトルに関して、次の性質が成り立つ：

~a + (−~a) = ~0,

~a + ~0 = ~a.

ベクトル ~a、~bに対して、~b +~c = ~a を満たすベクトル ~cを ~aと~bの差といい、~a −~bと書く。
一般に、−→OB + −→BA = −→OAであるから、次のことが成り立つ：

−→OA −
−→OB = −→BA.

同様に、−→OA + −→AB = −→BAから、次のことが成り立つ：

−→AB = −→OB −
−→OA.

ベクトルの減法について、次の性質が成り立つ：

~a −~b = ~a + (−~b),
~a − ~a = ~0.

実数 kとベクトル ~aに対して、~aの k倍のベクトル k~aを次のように定める：~a 6= ~0のとき、k > 0
ならば、~aと向きが同じで、大きさが k倍のベクトルで、特に (−1)~a = −~aで、k < 0ならば、~aと
向きが反対で、大きさ |k|倍のベクトルで、k = 0ならば、~0とする。すなわち、0~a = ~0である。
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~a = ~0のとき、どんな kに対しても k~0 = ~0とする。
k、lは実数とする。ベクトルの実数倍について、次の性質が成り立つ：

ベクトルの実数倍の性質

k(l~a) = (kl)~a,

(k + l)~a = k~a + l~a,

k(~a +~b) = k~a + k~b.

~0でない 2つのベクトル ~a、~bは、向きが同じか反対のとき、平行であるといい、~a//~bと書く。
~a 6= ~0、~b 6= ~0のとき、ベクトルの実数倍の定義により、次のことが成り立つ：

~a//~b ⇐⇒「~b = k~aとなる実数 kがある」.

大きさが 1のベクトルを単位ベクトルという。
一般に、~0でない 2つのベクトル ~a、~bが平行でないとき、どんなベクトル ~pも、~a、~bと適当な実
数 ~a、~bと適当な実数 s、tを用いて

~p = s~a + t~b

の形に表すことができる。しかも、この表し方はただ 1通りである。

1.3 ベクトルの成分

座標平面上でベクトルを考えるとき、ベクトルの表示に座標を利用する方法がある。ここでは、
この方法について学ぶ。

O を原点とする座標平面上で、x 軸、y 軸の正の向きと同じ向きの単位ベクトルを基本ベクトル
といい、それぞれ ~e1、~e2 で表す。
座標平面上のベクトル ~aに対し、~a = −→OA である点 Aの座標が (a1, a2)のとき、~aは次のように
表される：

~a = a1~e1 + a2~e2.

この ~aを次のようにも書く：
~a = (a1, a2). (1)

式 (1)の a1、a2 を、それぞれ ~aの x成分、y成分といい、まとめて ~aの成分という。さらに、式 (1)
を ~aの成分表示という。
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基本ベクトル ~e1、~e2 と零ベクトル ~0の成分表示は、次のようになる：

~e1 = (1, 0),
~e2 = (0, 1),
~0 = (0, 0).

2つのベクトル ~a = (a1, a2)、~b = (b1, b2)について、次が成り立つ：

~a = ~b ⇐⇒ a1 = b1, a2 = b2.

~a = (a1, a2)のとき、次のことがいえる：

|~a| =
√

a2
1 + a2

2.

kを実数とする。ベクトルの和、差、実数倍を成分表示すると、次のことが成り立つ：

和、差、実数倍の成分表示

(a1, a2) ± (b1, b2) = (a1±b1, a2±b2),

k(a1, a2) = (ka1, ka2).

1.4 ベクトルの内積
~0でない 2つのベクトル ~a、~bについて、1点 Oを定め、~a = −→OA、~b = −→OBとなる点 A、Bをとる。
このようにして定まる ∠AOBの大きさ θを、~a、~bのなす角という。ただし、0° ≤ θ ≤ 180°である。

|~a||~b| cos θを ~aと~bの内積といい、~a ·~bで表す3）：

~a ·~b = |~a||~b| cos θ.

~a = ~0または~b = ~0のときは、~aと~bの内積を 0と定める。
~0でない 2つのベクトル ~a、~bの成分表示を ~a = (ax, ay)、~b = (bx, by)とすると、余弦定理を用
いて

|~a −~b|2 = |~a|2 + |~b|2 − 2(~a ·~b)

(ax − bx)2 + (ay − by)2 = (a2
x + a2

y) + (b2
x + b2

y) − 2(~a ·~b)
~a ·~b = axbx + ayby

3） 2つのベクトルの内積は、ベクトルではなく実数である。
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となり、~a = (ax, ay)、~b = (bx, by)のとき、ベクトルの内積は、その成分を用いて次のように表さ
れる：

~a ·~b = axbx + ayby.

これは、~a = ~0または~b = ~0 のときも成り立つ。
~a = (ax, ay)、~b = (bx, by)は ~0でないとし、そのなす角を θとする。ただし、0° ≤ θ ≤ 180°であ
る。内積の定義から次のことが成り立つ：

ベクトルのなす角の余弦

cos θ =
~a ·~b
|~a||~b|

= axbx + ayby√
a2

x + a2
y

√
b2

x + b2
y

.

~0でない 2つのベクトル ~aと~bのなす角が 90°のとき、~aと~bは垂直であるといい、~a ⊥ ~bと書く。
~a ⊥ ~bのとき、~a ·~b = 0である。逆に、~0でない 2つのベクトル ~a、~bが ~a ·~b = 0になるのは、~a ⊥ ~b

のときである。したがって、~0でない 2つのベクトルについて、~a = (ax, ay)、~b = (bx, by) 次のこ
とが成り立つ：

ベクトルの垂直条件

~a ⊥ ~b ⇐⇒ ~a ·~b = 0,

~a ⊥ ~b ⇐⇒ axbx + ayby = 0.

kを実数とする。ベクトルの内積について、次の性質が成り立つ：

内積の性質

~a · ~a = |~a|2,

~a ·~b = ~b · ~a,

(~a +~b) ·~c = ~a ·~c + ~a ·~c,

~a · (~b +~c) = ~a ·~b + ~a ·~c,

(k~a) ·~b = ~a · (k~b) = k(~a ·~b).
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2 演習問題

1. 下の図において、Aのベクトルと比較して、

(1) 向きが同じベクトル

(2) 大きさが等しいベクトル

(3) 等しいベクトル

(4) 逆ベクトル

(5) 平行なベクトル

を選べ。

A

B

C

D

E

F

G

H

I

J

K

2. 次の等式が成り立つことを示せ：

−→PQ −
−→RS = −→PR + −→SQ.

3. 下の図のベクトル ~a、~bについて、次のベクトルを点 Oを始点とする有向線分で表せ。

(1) ~a +~b
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(2) 3~a

(3) 2~a − 1
2
~b

~a

O

~b

4. 次の式を簡単にせよ。

(1) ~a + 2~a − 5~a

(2) −3(2~a − 3~b) − 4(−3~a − 2~b)

5. 等式 2~a + ~x = 2~x − 3~b を満たす ~xを ~a、~bを用いて表せ。

6. |~a| = 6のとき、~aと平行な単位ベクトルを求めよ。

7. 平行四辺形 OACBにおいて、対角線の交点をMとし、−→OA = ~a、−→OB = ~bとするとき、次のベ
クトルを ~a、~bを用いて表せ。

(1)
−→AB

(2)
−−→AM

(3)
−→OC
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(4)
−−→OM

8. 正六角形 ABCDEFにおいて、−→AB = ~a、−→AF = ~b とするとき、次のベクトルを ~a、~bを用いて
表せ。

(1)
−→BC

(2)
−→EC

(3)
−→CA

(4)
−→EA

9. 下の図の ~a、~bについて、次のベクトルを成分表示せよ。

(1) −2~a

(2) 2~a − 3~b

xO

y

~a

~b 1

1

10. ~a = (−1, 1)、~b = (1, − 3) のとき、ベクトル ~p = (−5, 3) を s~a + t~bの形に表せ。

11. 2つのベクトル ~a = (3, 4)、~b = (−6, t) が平行になるように、tの値を定めよ。
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12. 次の 2点 A(1, 3)、B(2, 5)について、−→ABを成分表示せよ。また、その大きさを求めよ。

13. 4点 A(−2, 3)、B(2, x)、C(8, 2)、D(y, 7) を頂点とする四角形 ABCDが平行四辺形となるよ
うに、xと yの値を定めよ。

14. |~a| = 3、|~b| = 4とし、~aと~bのなす角を θとする。次の場合について、内積 ~a ·~bを求めよ。

(1) θ = 30°

(2) θ = 90°

9


