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1 基礎事項

1.1 チェバの定理・メネラウスの定理

4ABCの内部に点 Oがある。頂点 A、B、Cと Oを結ぶ直線が向かい合う辺と、それぞれ点 P、
Q、Rで交わるとき、次のチェバの定理が成り立つ：

チェバの定理

BP
PC · CQ

QA · AR
RB = 1.

4ABCの辺 BC、CA、ABまたはその延長が、三角形の頂点を通らない直線 lと、それぞれ点 P、
Q、Rで交わるとき、次のメネラウスの定理が成り立つ：

メネラウスの定理

BP
PC · CQ

QA · AR
RB = 1.

1.2 円に内接する四角形

円の弧と弦については、次のような性質がある：
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円の弧と弦の性質

1. 1 つの円で、等しい中心角に対する弧の長さは等しい。逆に、長さの等しい弧に対する
円周角は等しい。

2. 1つの円で、長さの等しい弧に対する弦の長さは等しい。

3. 弦の垂直二等分線は、円の中心を通る。

4. 円の中心から弦に引いた垂線は、その弦を二等分する。

円周角の定理について、確認しておく：

円周角の定理

1 つの弧に対する円周角の大きさは一定であり、その弧に対する中心角の大きさの半分で
ある。

円周角の定理は、その逆も成り立つ：

円周角の定理の逆

4点 A、B、P、Qについて、点 P、Qが直線 ABに関して同じ側にあって

∠APB = ∠AQB

ならば、4点 A、B、P、Qは 1つの円周上にある。

多角形のすべての頂点が 1つの円周上にあるとき、この多角形は円に内接するという。また、こ
の円をその多角形の外接円という。三角形には必ず外接円が存在するが、三角形以外の多角形では
外接円が存在するとは限らない。
円に内接する四角形には、次の性質がある：

円に内接する四角形の性質

1. 対角の和は 180°である。

2. 内角は、その対角の外角に等しい。

上の定理の逆も成り立つ。
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1.3 円と直線

円と直線が接するとき、それらはただ 1点を共有する。このとき、この直線を円の接線といい、
その共有点を接点という。ここでは、円の接線や円と直線に関する性質を調べる。
円 Oの周上の点 Aを通る直線 lについて、次が成り立つ：

「直線 lが点 Aで円 Oに接する」⇐⇒ OA ⊥ l.

この直線 lが、点 Aにおける円の接線である。
円 O には外部の点 P から 2 つの接線を引くことができる。その接点を A、B とするとき、戦分

PAまたは PBの長さを、Pから円 Oに引いた接線の長さという。円に引いた 2つの接線の長さに
ついては、次のことがいえる：

円の外部の 1点からその円に引いた 2つの接線の長さは等しい。

一般に、次の定理が成り立つ：

円の接線と弦の作る角

円の接線とその接点を通る弦の作る角は、その角の内部にある弧に対する円周角に等しい。

また、次の方べきの定理が成り立つ：

方べきの定理

円の 2つの弦 AB、CDの交点、またはそれらの延長の交点を Pとすると、PA·PB = PC·PD
が成り立つ。

1.4 2つの円

2つの円の位置関係には、次の場合がある：

1. 一方が他方の外部にある。

2. 1点を共有し、外接する。

3. 2点で交わる。

4. 1点を共有し、内接する。

5. 一方が他方の内部にある。

3



2つの円が接するとき、接点は 2つの円の中心を通る直線上にある。

1.5 作図

作図では、定規とコンパスを用いて、

1. 与えられた 2点を通る直線を引くこと

2. 与えられた 1点を中心として、与えられた半径の円をかくこと

だけができる。それらの直線や円などの交点を求めて、次々と点、直線、円をかき、条件を満たす
図形をかくことが作図である。
直線 l上にない点 Pを通り、lに平行な直線は、次のように作図する：

1. 点 Pを通る直線 lの垂線mを作図する。

2. 点 Pを中心とする円をかき、直線mとの交点をそれぞれ A、Bとする。

3. 2点 A、Bをそれぞれ中心として、等しい半径の円をかき、それらの交点の 1つを Cとする。

4. 直線 PCを引く。直線 PCが点 Pを通り lに平行な直線である。

与えられた線分 ABをm : nに内分する点は、次のように作図する：

1. 点 Aを通り、直線 ABと異なる半直線 lを引く。

2. l上に、AC : CD = m : nとなるように点 C、Dをとる1）。

3. 点 Cを通り、直線 BDに平行な直線を引き、線分 ABとの交点を Eとする。点 Eが求める点
である。

長さ 1の線分 ABと、長さ a、bの 2つの線分が与えられたとき、長さ b

a
の線分は、次のように

作図する：

1. 点 Aを通り、直線 ABと異なる半直線 lを引く。

2. l上に、AC = a、CD = bとなる点 C、Dをとる。

1） 定規とは、メモリが書いていないものさしを意味する。すなわち、m : n はコンパスを用いて点 C、D をとるので
ある。
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3. Dを通り、直線 BCに平行な直線を引き、直線 ABとの交点を Eとする。線分 BEが求める線
分である。

長さ 1の線分が与えられたとき、無理数で表される線分は次のように作図する：

1. 長さ 1の正方形を作図する。このとき、対角線が
√

2である。

2. 対角線の
√

2と長さ 1から、三平方の定理より
√

3の線分が作れる。

3. これを繰り返すと、nを自然数とすると √
nの線分が作れる。

1.6 直線と平面

異なる 2直線 l、mの位置関係には、次の 3つの場合がある：

1. 1点で交わる。

2. 平行である。

3. ねじれの位置にある。

2直線 l と mが平行であるとき、l//mと書く。異なる 3直線 l、m、nについて、次のことが成り
立つ：

l//m, m//n =⇒ l//n.

2直線 l、mが平行でないとき、任意の 1点 Oを通り、l、mに平行な直線を、それぞれ l′、m′ とす
ると、l′ と m′ は同じ 1 つの平面上にある。このとき、l′ と m′ のなす 2 つの角は、点 O をどこに
とっても一定である。この角を 2直線 l、mのなす角という。

2直線 l、mのなす角が直角のとき、l、mは垂直であるといい、l ⊥ mと書く。垂直な 2直線 lと
mが交わるとき、lとmは直交するという。
また、次のことが成り立つ：

平行な 2直線の一方に垂直な直線は、他方にも垂直である。

直線 lと平面 αの位置関係には、次の 3つの場合がある：

1. lは αに含まれる。
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2. 1点で交わる。

3. 平行である。

直線 lと平面 αが平行であるとき、l//αと書く。直線 lが、平面 α上のすべての直線に垂直である
とき、lは αに垂直である、または lは αに直交するといい、l ⊥ αと書く。このとき、lを平面 α

の垂直という。
直線と平面の垂直について、次が成り立つことが知られている。

直線 lが、平面 α上の交わる 2直線m、nに垂直ならば、直線 lは平面 αに垂直である。

異なる 2平面 α、β の位置関係には、次の 2つの場合がある：

1. 交わる。

2. 平行である。

2平面が交わるとき、その交わりは直線になり、その直線を交線という。2平面 α、β が平行である
とき、α//β と書く。
交わる 2平面の交線上の点から、各平面上で、交線に垂直に引いた 2直線のなす角を 2平面のな
す角という。2平面のなす角が直角のとき、α、β は垂直である、または直交するといい、α ⊥ β と
書く。

2平面の垂直について、次のことが成り立つ：

平面 αに垂直な直線を含む平面は、αに垂直である。

1.7 空間図形と多面体

三角錐、四角柱などのように、平面だけで囲まれた立体を多面体といい、へこみのない多面体を
凸多面体という。
次を満たす凸多面体を正多面体という：

1. 各面はすべて合同な正多角形である。

2. 各張点に集まる面の数はすべて等しい。

正多面体は 5種類しかないことが知られている。
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一般に、凸多面体の頂点の数を v、辺の数を e、面の数を f とすると、

v − e + f = 2

が成り立つことが知られている。これをオイラーの多面体定理という。

2 演習問題

1. 4ABC について、点 P、Q、R はそれぞれ辺 BC、CA、AB の内分点である。CQ : QA、
AR : RBが以下で与えられているとき、BP : PCを求めよ。

(1) CQ : QA = 5 : 2、AR : RB = 3 : 2

(2) CQ : QA = 4 : 3、AR : RB = 1 : 2

2. 4ABCについて、次の問いに答えよ。

(1) 辺 BCを 9 : 4に外分する点を P、辺 CAを 1 : 1に内分する点を Q とする。このとき、辺
ABの内分点を Rとし、AR : RBを求めよ。

(2) 辺 ABを 3 : 2に内分する点を D、辺 CAを 1 : 2に内分する点を Eとする。また、直線
CDと BEの交点を Pとする。このとき、BP : PE、CP : PDを求めよ。

3. 次の長さの線分を 3辺とする三角形が存在するかどうかを調べよ。

(1) 2、3、6

(2) 5、7、8

4. 4ABCにおいて、次のものをそれぞれ調べよ。

(1) AB =
√

3、BC = 3、CA = 2のとき、3つの角の大小

(2) ∠A = 60°、∠B = 40°のとき、3辺の長さの大小

5. 4ABCの ∠Aの二等分線と辺 BCの交点を Dとするとき、AB、BDの長さの大小を比べよ。

6. 円に内接する四角形 ABCDについて、次の角度を求めよ。
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(1) ∠ACB = 30°、∠BDC = 60°、∠CAD = 40°のとき、∠ABD

(2) 半直線 ADと半直線 BCの交点を E、∠BAD = 60°、∠BED = 50°のとき、∠CDE

(3) 半直線 ADと半直線 BCの交点を P、半直線 ABと半直線 DCの交点を Q、∠DPC = 34°、
∠BQC = 28°のとき、∠DAB

7. 円に内接する四角形 ABCDがある。辺 AB、CD上にそれぞれ点 E、Fをとり、AD//EFとな
るようにするとき、4点 B、C、F、Eは 1つの円周上にあることを証明せよ。

8. 次の問いに答えよ。

(1) 中心 O、半径 6の円の円周上の点 Pで接する接線 APについて、OA = 10のとき、APの
長さを求めよ。

(2) 三角形 ABCの内接円があり、辺 ABとの接点は辺 ABを 4 : 5に内分し、BC = 11のと
き、ACの長さを求めよ。

(3) 円に内接する三角形 ABCについて、∠A = 50°、∠B = 80°であり、直線 lが点 Cでこの円
に接している。このとき、直線 ABと直線 lの小さい方のなす角を求めよ。

(4) 点 Pは、円 Oの外部の点で、点 Pから円 Oに引いた接点をそれぞれ A、Bとする。円周
上の点 Cについて、∠ACB = 50°のとき、∠BPAを求めよ。

(5) 円周上の 4点 A、B、C、Dについて、線分 AB、線分 CDの交点を Pとするとき、AP = 5、
CP = 4、PD = 3であった。このとき、BPの長さを求めよ。

(6) 円周上の 4点 A、B、C、Dについて、半直線 ABと半直線 CDの交点を Pとするとき、
AB : BP = 5 : 4、CD = EPであった。このとき、CDの値を求めよ。

(7) 円 Oの円周上の 2点 B、Cについて、線分 BCを 9 : 4に外分する点を Pとし、Pから円
Oに引いた接線と円の接点を Aとしたとき、線分 APの長さを求めよ。

9. 長さが 4である線分 ABの中点を C、線分 ACを直径とする円に点 Bから引いた接線の接点を
Dとする。次のものを求めよ。
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(1) BDの長さ

(2) AD : CD

(3) AD、CDの長さ

10. 半径が 8、5 である 2 つの円の中心間の距離が次のような場合、この 2 つの円の位置関係と共
通接線の本数を答えよ。

(1) 3

(2) 6

(3) 13

(4) 16

(5) 1

11. 半径 12の円 Oと半径 5の円 O′ の中心間距離が 25であり、この 2つの円の共通接線を lとす
る。次の問いに答えよ。

(1) lと Oと円 O′ の接点をそれぞれ A、Bとし、線分 OO′ と線分 ABが交点をもたないとき、
線分 ABの長さを求めよ。

(2) lと Oと円 O′ の接点をそれぞれ A、B とし、線分 OO′ と線分 ABが交点をもつとき、線
分 ABの長さを求めよ。

12. 2点で交わる 2つの円 O、O′ と、点 Pで交わる 2つの共通接線 ABと CDがある。このとき、
次のことを証明せよ。

(1) AB = CD

(2) P、O、O′ は一直線上にある。

13. 点 Pと、直線 l、および l上の点 Qがある。次のような直線を作図せよ。
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(1) 点 Pを通り、lに平行な直線

(2) 点 Pを通り、lに垂直な直線

(3) 点 Qを通り、lに垂直な直線

14. 線分 ABがある。次の分点を作図せよ。

(1) 5 : 2に内分する点

(2) 中点

(3) 5 : 2に外分する点

(4) 2 : 5に外分する点

15. 長さ a、b、1（ただし、1 < b < a）の線分がある。このとき、次の長さをもつ線分を作図せよ。

(1) ab

(2) a ÷ b

(3)
√

a

16. ∠POQの辺 OQ上に点 Rがある。点 Rで OQに接する円のうち、辺 OPにも接する円を作図
せよ。

17. AB = 1、BF = 1、AD =
√

3をみたす、下の図の直方体 ABCD−EFGHについて、次の直線の
なす角 θを求めよ。ただし、0° ≤ θ ≤ 90°とする。

(1) AB、CG

(2) AB、FH

(3) AF、CH
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A

B
C

D

F G

H
E

18. 下の図の立方体について、次の問いに答えよ。

(1) 辺 BFと垂直な面、平行な面はどれか答えよ。

(2) 平面 BFHDと平行な辺はどれか答えよ。また、垂直な線分はどれか答えよ。

(3) FH ⊥ AE、FH ⊥ AC、EC ⊥ FHであることを示せ。

A

B
C

D

F G

H
E

19. 次の多面体の面の数、辺の数、頂点の数を、それぞれ求めよ。また、(頂点の数) − (辺の数) +
(面の数) = 2が成り立つことを確かめよ。

(1) 四面体

(2) 三角柱

(3) 直方体
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(4) 五角錐
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